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ABSTRACT

In this paper we study the degenerate Cauchy-Riemann equation in
Gevrey classes. We first prove the local solvability in Gevrey classes
of functions and ultra-distributions. Using microlocal techniques with
Fourier integral operators of infinite order and microlocal energy esti-
mates, we prove a result of propagation of singularities along one dimen-

sional bicharacteristics.

1. Introduction et énoncés

Dans ce travail on prouve un énoncé de propagation des singularités Gevrey
pour des équations de Cauchy-Riemann dégénérées. Les outils utilisés sont ceux
de Panalyse microlocale Gevrey voir [5], que l'on reformule ici de maniére plus
simple et plus agréable et ceux de 'analyse des équatiouns de Cauchy-Riemann
dégénérées pour lesquels on renvoie le lecteur au Chapitre 26 de [4].
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On considére une équation de Cauchy-Riemann dégénérée
(1.1) L = 8/0t +ia(t, z)0/ 0z, + b(t, x)

oia>0etabe C°R,G4(RE)). On étudie la résolubilité locale dans les
espaces G° et la propagation des singularités Gevrey. Les outils essentiels sont des
estimations d’énergie avec des poids d’ordre infinis adaptés au contexte Gevrey.

Dans la premiére section on développe le calcul pseudo-différentiel utilisé plus
loin pour la résolution de Péquation de Cauchy-Riemann.

On décrit dans la section 3 un calcul microlocal avec grand parameétre dans
les espaces de Gevrey. On redémontre les résultats de [5] par une méthode plus
simple, puis on prouve enfin le résultat de propagation des singularités.

On énonce les résultats:

THEOREME 1: Soit M un ensemble d’opérateurs de Cauchy-Riemann de la forme
P(t,z,D;) = D; + ia(t,z)D, + b(t,z) ou les fonctions a(t,z) > 0 et b(t,z)
appartiennent & un sous ensemble borné de C*(R,,G%(R;)) pour un nombre
A > 0etpour2 < s < oo. Il ya une constante ¢ > 0 et un ¢ > 0 tels que
pour tout f dans un sous-ensemble borné de C(R;,G:(R;)) on peut trouver
u, avec u et (0/0t)u dans un autre sous ensemble borné de C'(R;, GX(R,)), tels
que Pu = f dans {(t,z); |t| < 1,|z] < c}.

Le théoréme 1 est simplement un résultat de résolubilité dans la classe de
Gevrey G° d'une équation de Cauchy-Riemann & coefficients G®. On a écrit
dans le théoréme 1 une forme plus précise, on voit notamment que le domaine
d’existence de la solution u ne dépend que de A et de 'ensemble M.

Remarque 1: Dans le théoréme 1 on ne sait pas si la condition s > 2 est
nécessaire, le cas analytique est connu et n’exige pas a(t,z) > 0 (c’est le théoreme
de Cauchy-Kovalevsky). Notre preuve s’appuie essentiellement sur une estima-
tion & priori comme celles de [4] page 124, Lemme 26.7.1 et de [6]; dans le cas
s < 2 cette estimation n’est probablement pas vraie.

De plus notre preuve démontre également la résolubilité locale dans les ultra-
distributions ce qui justifie la condition (P) et peut-étre la condition s > 2. Noter
que le cas analytique ie. la résolubilité dans les hyperfonctions sous la condition
(¥) est due & Trépreau [8].

On prouve ensuite un résultat de propagation des singularités dans un cadre
semi-classique avec un grand parametre A:
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THEOREME 2: Soit s > 2, soit A un grand paramétre soit

(1.2) Ly = P(t,z,Dy/\, Dy /A, N)
= Dy/A + ial(t, 7, Do/A)(Da, /A) + b(t, 2, Dy/A)

ot x = (z1,2') € R*"*! une équation pseudo-différentielle de “Cauchy-Riemann
dégénérée”, a(t,x,&) > 0, a(t,z,£) et b(t,z,£) sont des symboles Gevrey-s de
degré 0. Soit y(I) une bicaractéristique uni-dimensionnelle de p, c’est & dire
sur laquelle a(t, X) s’annule. Soit u{x,A) une famille bornée de distributions
tempérées dont le front d’onde oscillant Gevrey-s vérifie OF;(u) N v(0I) = 0 et
OF;(Pu) N ~(I}) =0, alors OF{u) n~(I} = §.

Remarque 2: La preuve de ces deux théoremes s’appuie sur le Chapitre 26 de
Hoérmander [4] auquel nous renvoyons le lecteur pour le cas C™ qui est résolu
avec seulement la condition (P) mais avec la perte de e dérivée.

La encore on peut discuter la condition s > 2. Le cas analytique est tres
différent puisqu’il n'exige pas la condition (P) et qu’il suffit de savoir qu’'un seul
point de la bicaractéristique n’est pas dans le front d’onde analytique voir Hanges
[3] et Sjostrand [7].

Le généralisation du théoréme 2 a des équations de type principal vérifiant la
condition (P) peut étre envisagée. La difficulté principale tient au fait que le
découpage microlocal utilisé pour la propagation des singularités (voir [4] page
151 lemme 26.10.2) entrainerait pour les transitions entre les différentes zones
des pertes dans les classes de Gevrey. Ce qui veut dire exactement qu’on sait
traiter de maniere optimale chaque zone mais pas toutes a la fois.

2. Résolution de I’équation de Cauchy-Riemann dans les espaces de
Gevrey

2.1. CALCUL SYMBOLIQUE GEVREY. Soit 1 < s < o0, on note G*(R) =
Uaso G4 (R), ot G% (R) est Vespace des fonctions f(x) qui satisfont aux estima-
tions:

(2.1) |DZ f(z)] < CA%a!®  uniformément en x € R.

On considere une équation de Cauchy-Riemann dégénérée comme (1.1)
l'objectif de ce paragraphe est de trouver suffisamment de solutions G*3
Péquation de Cauchy-Riemann.

Si A et B sont des opérateurs pseudo-différentiels de symbole de Wey! respec-
tivement a(x, £) et b(x,£), on note ¢ = affb le symbole de Weyl de AB.
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Definition 1: Soit gx un champ de métriques riemaniennes sur R?", m(X) un
poids, on note X% (m, g) I'espace des fonctions f(X) qui satisfont aux estimations:

(2.2) 3C > 0telsqueVj € N
DY f(X)(ts, -5 13)] < CATFPm(X)gx (8) 2 - gx (8) 2.
Enfin on note X*(m, g) = U450 23 (m, 9).

PROPOSITION 1: Soit g.(§) = exp(—e(€)/®), et ¢ € G4 (R) une fonction
Gevrey-s 4 support compact, si € est assez petit par rapport & Ag 1 pour tout
M e N,

0= o (ger ) =g (gebo)(@,6) = Y %((iDyDn)jSZ(x +y — 1eH (& n))ly=n=0
o<j<m-1’’

(2.3) €2 ()™M, 9) + Olexn(~1/C(€) /%))

Soit g = |dx|?+(¢)2|d¢|?, on doit donc prouver que g2 (gclip)(z,€) € £°(1, g).

On a besoin d’introduire des poids d’ordres infinis adaptés au contexte Gevrey
dans une estimation d’énergie. On a besoin d’un minimum de calcul pseudo-
différentiel. Ceci étant cette section est élémentaire et ne requiert aucune con-
naissance particuliere du calcul pseudo-différentielle Gevrey-s pour laguelle on
renverra le lecteur & [5].

Soit € > 0 une petite constante positive et p(z) € G% (R) & support compact.
Soit g. (€) = exp(—e(€)1/*), on veut estimer o(z,€) = (glip)(z, £). On va prouver
que que ¢; 1 (£)(geflp)(x,€) est un symbole Gevrey.

On a besoin d’extensions presque analytiques des fonctions Gevrey : si () €
G*%, (R) il existe une fonction ¢(z) € G5, (C) ol A ne dépend que de Ay, ok = o,
8@ plat sur R, donc |03(2)| < Cexp(—Az|Imz|~1/¢~1). On doit pour ce faire
utiliser le théoréme de moments de L. Carleson [2] et raisonner comme dans
I’argument de Borel.

(2.4) g lo(z, &) =gt / eV (& + n)plz + y)dyd;

On se débarrasse de l'intégration dans la zone {(£,n),|n| > e1(§)} dans
l'intégrale (2.4) & l'aide d’une intégration par parties avec l'opérateur

In|=2N (1 — A,)?N ceci produit une contribution en
AR (2N) [~ Nexp(e(€)/*) = O(exp(~1/C(E)/*))

dans C*°(R?) par un choix convenable de N, si € est petit par rapport & Ap.
L’autre contribution & l'intégrale (2.4) est oy7(x,&):

@5) ¢ Oor(n€) =716 / W0/ (E))ge (€ + m)p(a + y)dydn.
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Bien entendu, il faut écrire . = exp(ic f(£)) out f(€) = (€)%, dans I'intégrale
(2.5) on a la phase —f(§) +ef(§+n) +yn = ienH (&, n) + yn, avec H(§,n) =
1/i fol Jé(€ +tn)dt qui est réelle.

Ensuite on déforme le contour d’intégration. Soit v, (y,n) = (y+icH(&,n),n),
(y,n) € R? la déformation de contours, et .J, intégrale sur le contour v,. D’aprés
la formule de Stokes, on peut majorer

|[Ji=Jol <C  sup  |0F(v(y,m),,8)|
0<0<1,(y,n)€ER?

ol F(y,n,z,€) = ¢z +y)x(n/{€))explien(y+ieH(€,7)). La contribution au OF
vient seulement de 8@(z+1) qui est majorée par exp(—cAq(o(€)1/5~1)~1/(-1) <
exp(—cA(€)1/?). La contribution de la phase n(y + icH(£,n)) le long de 7, se
majore par exp(Ce(1 — 0){€)'/*). On a donc prouvé que

20) ¢ &)adke)(w.€) = [ xln/€)F(a +y — ielT(€,n))dyde
+ O(exp(—1/C{)Y*)) dans C*(R?).
On développe par la formule de Taylor

(2.7) Glo+y—icHEn) = Y &el@—icHEn)/iy

0<i<M—1
+ Gumla,y —ieH(E n)y™/M!

oll uniformément en M, on a:
D2 Gula,y)| < CAYH Mrpr.
On écrit

(28) ¢ M@ O)(glp) (@, &) = > .l,((iDyDn)j@(xwLy—iEH(é»n))Iy:n:o
0<i<M~17"

+ [ €D, M (xn/ )Pt + y ~ ieH (€, )y
+O(exp(~1/C(6)Y#))  dans C®(R?).
On majore le reste 7ps(ge, v) dans le développement de Taylor

(2.9) g7 rmlge, )l

=g Mz, ) (gele) (. ) — ) .l,((iDyDn)j ¢z +y — ieH (& n)ly=n=0
0<j<M-17

< CAY(MN)* 1™ + O(exp(—1/C{E)M?)
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si £ est assez petit par rapport a Ayg.
Bien entendu (2.9) donne un développement asymptotique plus précis mais
nous n’en aurons pas besoin.

2.2. L’ESTIMATION D’ENERGIE. On considére une équation de Cauchy-
Riemann dégénérée P = D, + ia(t,z)D; + b(t,z) ot a(t,z) > 0, a(t,x) et
b(t,z) € C*°(R;,G%(R;)) pour un s > 1 et un nombre A donnés.

Soit P. = g.(Dy)P(z, Dy)q; }(D,) V'opérateur transmué par le poids g.(£) =
exp(—€{(£)1/*). On trouve donc que

(2.10) P. = Dy + i(gefa) (¢, x, £)q- H(€)€ + i(geHb) (¢, 2, €)g (€),

on utilise la proposition 1 pour écrire

(2.11) (geba)(t, 2, )7 ' (€) =a(t,z — iefe(€) + (&)1, 9)
+ O(exp(~1/C(€)'*)),

ol G(t,z) est une extension presque analytique de a(t,z), f(&) = (£)Y%, la
relation (2.11) est aussi valable pour b(t,z). On trouve que

(Qeﬁa)(t, z, D:c)qg_l(Dw)Dz = al(x,f)“’
avec ay(z,€) = a(t,x + e f{(€))€ + T°(1, 9) + Olexp(~1/C(€)/*)), de méme
(QEﬁb)(t?x5 Dm)qgl(Dm) = bl(:E, £)w

ott by (z,€) = b(t, z + ie fL(€))€ + T*(1, 9) + Olexp(~1/C{E)V/*)).
On revient aux expressions sur le réel appliquant la formule de Taylor:

(2.12) a(t,z —iefe(§)) =alt, x) + iefe(§)ag (L, x)
— & [2(f4(6))?ag,(t, 2) + Z2((€) 2071, g),

(2.13) ay(t, =z, &) =(a(t,z) + iefé(&)a;(t, z) — 62/2(f€'(£))2a',f$(t, x))€
+ 27((6) 7SI 11, g) + Ofexp(=1/C(6)/*))¥,
tandis que

(2.14) by =(b(t, x) + e fLEN (L, @) + B2 (() 2 + ()7, g)
+ O(exp(—1/C{£)*))™.
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Le deuxiéme terme (2.13) est purement imaginaire, le troisiéme terme de (2.13)
est un $°(e2(€)~112/5 g) et n’a pas de signe, on doit donc supposer que s > 2,
et on a:

(2.15) ar(t, z,€) =(a(t, 2)€ + iefe (§)ay(t, )6 + £°(1,9)
+ O(exp(—1/C(€)1/*))*

tandis que

(2.16) bi(t 7, &) = (£°(L,9) + Olexp(=1/C(E)/*))".

On sépare les parties antoadjointes et anti-autoadjointes de Ay et By:
(217)  df = (a(t; 2) + B°(L,g) + Olexp(=1/C(E)*)",

(218)  af = (eff(O)ay(t2)6 + T°(1,9) + Olexp(=1/C() /)",

(219) b, b = (S°(L,g) + Olexp(~1/C(&)/*))".
Soit @@ un opérateur autoadjont on a
(2.20)  Im(QP.u,Qu) = Im((D; + i(A1 + B1))Qu, Qu) + Im([Q, P:]u, Qu).
Soit h(¢) une fonction G*(R) h > 0, h = 1 dans [2, o[, supportée dans [1, oo,
soit A > 0 un grand parametre on prend Q(D;) = h(D,)eM.
Im(P.Qu, Qu) = ((a} + b})Qu, Qu) > —K|e? *h(D,)u|? d’aprés I'inégalité de
Garding.
Tandis que Im[Q, P.] = Xe + eMO({€)~%°), avec la notation O({£)™>°) =

Donc si A > 2K, on a pour u € C°(R x R)

(2.21) 2Dl < Ol Peaf? + Ol(€) Vel

On montre une inégalité analogue a (2.21) avec h(—D,) et e~*t, puis on note
que 1 — h(€) — h(—¢€) € NnS((&)~V, g) enfin que lim.,¢ |(¢) N u|/|u| = 0 quand
le support de u est dans {z;]z| < ¢}. On conclut donc :

PROPOSITION 2: Si A > 0 est donné et si s > 2 on peut trouver un € > 0 assez
petit tels que si a(t,z) > 0 et b(t,z) appartiennent 4 des sous ensembles bornés
de C*(Ry, G%(R,)), on ait des constantes ¢, C' > 0 telles que

(2.22) lu| < C|Pul

siu € CP((tx)lt] < Llz| < ¢} avec P = q(D;)P(x,D;)g-H(Ds) et
P(t,z,D;) = Dy +ia(t,z)D, + b(t, x).
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2.3. RESOLUTION DE L’EQUATION DE CAUCHY-RIEMANN. On va utiliser la
proposition 2 pour résoudre 1'équation de Cauchy-Riemann dans les classes de
Gevrey.
On applique Pinégalité (2.22) & v = gv ot ¥ € G° et supportée par
{z;lz] < c}:
Pru=q.P*v+q.P*q; (¢ — 1)geipov

ot ¢ = 1 sur un voisinage du support de @ et Yov = v, comme g; (¢ —1)gepo =
O(exp(—1/C(€)/?)), on en déduit la proposition

PROPOSITION 3: Si A > 0 est donné et si s > 2 on peut trouver un ¢ > 0
tels que si a(t,z) > 0 et b(t,x) appartiennent a des sous ensembles bornés de
Cl(R;, G%(R:)), on ait des constantes ¢, C > 0 telles que

(2.23) |geu| < Clge Pyl

siu € C((t,z);|t] < 1,|z| < ¢}) avec P(t,z, D;) = Dy + ia(t,z)D; + b(t, z) et
qe(Dz) = exp(—e(D;)/*).

Soit Gy = {g = P*u; u € C°(2)} o Q = {(¢,z); |t] < 1,|z] < ¢}, muni de la
semi norme g — |geg|. Soit f € G¢, la forme linéaire g € Gy — (u, f) est majorée
par |(u, f)| < Clg7* fllgeg| d’aprés (2.23).

Utilisant le théoreme d’Ahn-Banach, on trouve un élément v € D’(Q) tel que
pour tout u € C§°(), (v, P*u) = (f,u) et pour tout a € C(2) on a |(u,a)] <
Clg- fllger|, donc v € G2 et Pv = f dans Q.

THEOREME 3: Soit M un ensemble d’opérateurs de Cauchy-Riemann de la forme
P(t,z,D;) = D; + ia(t,z)D, + b(t,z) ou les fonctions a(t,z) > 0 et b(t,z)
appartiennent & des sous ensembles bornés de C*° (R, G*%(R;)) pour un nombre
A > 0et pour2 < s < oo. Iy a une constante ¢ > 0 et un € > 0 tels que
pour tout f dans un sous-ensemble borné de C*°(Ry, G5(R;)) on peut trouver
u, avec u et (0/0t)u dans un autre sous ensemble borné de C*(R;, G4(R,)), tels
que Pu = f dans {(t,2);|t| < 1, |z} < c}.

On suit maintenant le raisonnement de L. Hormander 4 Corollaire 26.7.8 page
131 pour déduire:

PROPOSITION 4: Soit M un ensemble d’opérateur de Cauchy-Riemann de la
forme P(t,x, D;) = Dy +ia(t, ) D, + b(t,x) ot les fonctions a(t,xz) > 0 et b(t, )
appartiennent & des sous ensembles bornés de C® (R, G%(R;)) pour un nombre
A > 0 et pour 2 < 5 < oo. Pour tout n > 0 on peut trouver des voisinages
ouverts arbitrairement petits de 0, Vo € Vi € Vo et T > 0 tels qu’il existe un
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ensemble de solutions de I'équation (Dy + ia(t,z)D, + b(t,x))U(t,z) = 0 dans
Vo, U(t, x) appartient & sous-ensemble borné de C*(R,, G:(R;)) et

(2.24) ReU(t,z) >0 dansit| < T, z € Vs,
(2.25) ReU(t,x) >1 dans|t| < T, z € Vo\Vi,
(2.26) ReUl(t,z) <n dans|t| <T, z € V.

3. Le calcul microlocal avec grand parametre

On va développer ici les éléments d’un calcul d’OIF & phases complexes dans le
cadre microlocal Gevrey avec un grand parameétre, nous retrouverons dans cette
section les résultats de [5). Soit f € G§(R?",C) une fonction de poids pres de
(z0,&0), soit A le grand parametre, soit a(z, &, A) un symbole Gevrey-s supporté
par un voisinage de (g, &), on considére des opérateurs intégraux de Fourier &
phase complexes

: (AN [ ire(zye), (TTY
(3.1) Fulz,A) = ( 27T) / e a(——2 ,9,)\>u(y)dyd0
on

®(z,y,0) = (z —y)0 + i/lf(f.g_ig) ol p = A=+,

Jo est un petit parametre.
11 est facile de prouver:

PROPOSITION 5: Soient

Oa,y,0) = (o = )6+ inf(1L.0) et Uo,pn) = (o = v)n — inf (T5L,)

deux fonctions de phase, alors les relations canoniques Ag et Ay sont mutuelle-
ment réciproques.

11 suffit d’écrire Ag et Ay et de voir qu'il s’agit d’une particularité de la
quantification de Weyl.

On cherche done un inverse & F sous la forme

— A" iA¥(2,y,m) z+y
(3.2) Gu(z, ) = (E> /e b( 3 ,n,A)u(y)dydn.

On prouve maintenant le théoréme:

THEOREME 4: Soit py = (xp,&) € T*R™. On peut trouver des symboles
a(z, &, A, p) et b(z, &, A, p) tels que
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(i)

(3.3) GF =I+R,
(3.4) FG=I+R,.

R et Ry sont O(Cexp(—C~1AY/*)) dans S(R*") prés de po.
(i) Si P(z,Dg/X) = (p)¥» alors

(3.5) GPF = (p+ip{p, f} + OO+ p?) + p)**

ot p est O(Cexp(—C~1\Y/%)) dans S(R*™) prés de po.

Preuve: Le calcul de Weyl assure au moins formellement que GF = (¢)** ou
(3.6)

a(X, A) = cu A2 / eMNe¥ D) +in(fF(XHY)-F(X+2) (X 4 Y)b(X + Z)dY DZ.
Rflu

On étudie (3.6) par la formule de la phase stationnaire. La phase est
(3.7) HX, Y, Z2) =0(Y,Z) + in(f(X +Y) - f(X + 2)).

On observe que si Y.(X, i) est la solution implicite de Y = ipH (X +Y') le point
critique de H (i.e., le zéro de dy,zH = 0) est obtenu en Y = Z = Y (X, p).

On observe les particularités suivantes: la phase H ne differe d’une phase
quadratique réelle non dégénérée que par un O(u), le point critique est O(p).

Utilisant le lemme de Morse, on écrit H(X, u; Y, Z) = H.(X; p) + %a(Z, Z) +
O(p™®) ot Z = Q(X, 3 Y, Z) (Y — Yo, Z — Z.) avec Q — I = O(p); dans cette
formule le O(u*) vient des 8y,zH. De plus He(X, p) = 0 et donc ¢ est bien un
symbole.

Apres le changement de variables (Y, Z) — Z, le réel devient

{X +iG(X,1; X); X € V(0)NR*™}.

Apres un changement de variables (3.6) est l'intégrale sur 'image de R*™ par
I(X) = X +iG(X, 1; X).

On observe que G(X, p; X) = O(u).

On effectue la déformation de contours X € V(0) NR*"™ — To(X) = X
+icG(X, 1, X) € C* pour 0 < 0 < 1. Comme Imy(X) = O(y) et Im Hr,
> —Cu, lapplication de la formule de Stokes prouve que la difference entre
Pintégrale sur le contour I';y et le contour Ty est un O(Cexp(—C~*AY/?)) dans

S(R?).
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On a donc traité le comportement au voisinage du point critique, plus loin il
suffira de faire des intégrations par parties. Plus précisément quand |(Y, Z)| > r,
|0y,zH| > ¢((Y, Z)). On va intégrer par parties avec 1'opérateur L ol

(3.8) L= lai:f_éfp dyiz
On introduit des normes formelles
(3.9) N(f,T)@) = 3 2] 'D
J€N
et
1D f(@)]
(3.10) ];W e
On a le lemme
LEMME 1:
(3.11) N(fg,T)(x) < N(f,T)(z)N(g,T)(z),
(3.12) N(fog,T)(x) < N(f, N(g, T)(2))(f())-
Le lemme est évident. Comme
(3.13) N(z;/(x)™%,T) < CT{z)~*(1 - AT(x)~})™*
et que
(3.14) N(Hy 4, T) < CT,

o obtient donc
(3.15) N(Hy z/(Hy,z) "%, T) < CT(Hy,z) " (1 - AN(Hy, 7, T)(Hy z)™")~".
Soit dans |Y, Z| > r

(3.16) N(Hy z/(Hy,z)7%T) < CT((Y, 2)) " (1 — AT((Y, 2))™")™"
Par ailleurs pour tout £ > 0,
(3.17) N(Df,T) <Ce™*TIN(f,(1+¢)°T).

On en déduit
LEMME 2: Si f € G*(R*",C), N(tLNf, T)< C’ANN!S((Y7 Z))_N

Appliquant le lemme 2 & la contribution de |Y, Z| > r & l'intégrale (3.6), on
obtient un terme O(Cexp(—C~1A1/#)) dans S(R?"). Ce qui achéve la preuve du
théoreme.
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4. La propagation des singularités pour 1’équation de Cauchy-Riemann
dégénérée

Soit P(t,z, D¢/, Dy/A) = Di/A +ia(t,x, Dy /A)(Dy, /A) + b(t,z, D, /A) ot z =

(1,7') € R**! une équation de “Cauchy-Riemann dégénérée”, a(t,z,&) > 0,

a(t,z,&) et b(t, z,£) sont des symboles Gevrey-s de degré 0. On a besoin d’une

inégalité d’énergie, la preuve de cette inégalité introduit des métriques 2-micro-

locales

(4.1) g1 = |da'[> +1d€')? + |do]? + |d&a 2/ (A7 + [&a])*.

Ces métriques sont lentes et o tempérées, la fonction “H” de ce calcul symbolique
vaut H(&) = A"Y (AL + &)~ L. Soit h(€1) € G*(R) une fonction égale & 1 dans
&1 > 1, supportée par £; > 1/2.

On introduit des multiplicateurs Q+ = eF*h(+D;) et raisonnant comme
pour 1’équation de Cauchy-Riemann ordinaire voir [6] pour les détails, on prouve
Pinégalité:

(4.2) A2 [u)? + A7H(AAu, Ayu) < C|Pul? siu € CP([~T,T] x {z,|z1] < cr})

ott Ay = (|[Dy/AP+A"2)Y4 A =a(t,z,D;/)), avec A > 0 si on change b(¢, z,£).
Soit f une fonction de poids Gevrey-s, on conjugue P par F défini par (3.1)
on note ) = GPF. D'aprés le théoréme 2, le symbole de Weyl de ) est

(4.3) gz, €) = (p +ip{p, f} + O™ +p?) + p).
On consideére une bicaractétrisique uni-dimensionnelle de P,
y(I) = {({t,7,z,€);te I, 7 =0,z =0,& =§,& =0}

passant par go = (0,0, 0, &) sur laquelle a(t, z) s’annule & ordre 2, et o1 §; = 0.

Soit V(pg) un voisinage de pg assez petit pour que l'on puisse construire dans
I x V(po) une fonction f € G telle que (9/0t + iaHe,)f = 0 dans I x V(po),
Ref > 0 dans I x V(py), Ref > 1 dans I x (V(po)\Vi(po)), Re f < ¢ dans
Ix VO(PO) ou Vo(po) S VI(PO) & V(po).

g = p{p,f} = p€&i(91.Va ), g1 est un symbole de degré 0. On veut
estimer ||Gul? ot G = (g)*>. g% < Cp?ad? ou M(§) = (& + A HV4
(9#g — cp®A#a# )™ est majoré par un opérateur de la classe S(u*ATH?, g1)
d’apres l'inégalité de Fefferman-Phong. Donc

(4.4) HGul|? < Cp* (A ul® + (AAju, Aju)).
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Ces termes sont absorbables dans le membre de droite de (4.2) car s > 2.
Dans Q = I x V{(pp), ¢ ne differe de p que par le terme g+ O(A~! + u?) + p, olt
de plus p est O(Cexp(—C~1A/?)) dans S(R**), donc comme s > 2 on a aussi:

(4.5) lwu| < C|Quyu| + Cexp(—C™ ]AY*)|u| siue CP(I xRY)

si w et w; sont des opérateurs pseudo-différentiels sur R™ supportés par V(pp), wy
= 1 sur le support de w.
On applique I'inégalité (4.5) & v = Gu, donc Quiv = [Q, w1]Gu + w1QGu.
[Q,wi] est & un O(Cexp(—C~1AY/*)) dans S(R?™) hors d’un petit voisinage du
support de Vwy qui est dans V (po)\Vi1(pg) si on choisit w; correctement. [Q,w;]G
est un OIF avec le poids — f(z,£), or Re f > 1 dans I x (V(pg)\V1(po), donc

(4.6) [Qs wilGul < Cexp(—poA'/*)ul.

w1QGu = w1GPFGu = w1GPu + wi1GPRu d’aprés le théoreme 4, ces deux
termes sont O(Cexp(—-C~*A/#)) dans L?(R"). Donc

(4.7) |QuiGu| < Cexp(—poAY*)|u| + ClwrGPu| siue CP(I x R™).
On déduit des inégalités (4.5) et (4.7) que

(4.8) lwGu| < Cexp(—poA*)|u| + Clw1GPu| siu € CP(I x RY).
Or si wy est supporté par Vp(po),

(4.9) wott = weFGu + waRu = we FwGu + we F{w — 1)Gu + waRu.

On supposera que le support de wy est contenu dans Vi (po)N{w = 1}, ce qui donne
la décroissance exponentielle du second terme de (4.7) et le fait que la norme dans
L2(R™) de wyF wexéde pas exp(ejoArl/®) car Re f < e dans I x Vo{pg). On a
donc prouvé:

THEOREME 5: Soit s > 2, soit P(t,x, Dy/)\, Dy/A, ) une équation de “Cauchy-
Riemann dégénérée” pseudo-différentielle & coefficients Gevrey-s, soit v(I) une
bicaractéristique uni-dimensionnelle de p. Soit u{x,A) une famille bornée de
distributions tempérées dont le front d’onde oscillant Gevrey-s vérifie OFg(u) N
¥(OI) = 0 et OF,(Pu) N~y(I) = §, alors OF;(u) N~y(I) = 0.



312 B. LASCAR ET N. LERNER Isr. J. Math.

Références

[1] L. Boutet de Monvel and P. Krée, Pseudo-differential operators and Gevrey classes,
Annales de I'Institut Fourier 17 (1967), 295-323.

[2] L. Carleson, On universal moment problems, Mathematica Scandinavica 9 (1961),
197-206.

[3] N. Hanges, Propagation of analyticity along real bicharacteristics, Duke Mathemat-
ical Journal 48 (1981}, 269-277.

[4] L. Hérmander, The Analysis of Linear Partial Differential Operators, Volume IV,
Springer-Verlag, Berlin, 1985.

[6] B. Lascar, Propagation des singularités Gevrey pour des opérateurs hyperboliques,
American Journal of Mathematics 110 (1988), 413-449.

[6] N. Lerner, Second microlocalization methods for degenerate Cauchy-Riemann
equations, Preprint, Irmar Université de Rennes 1, 2000.

[7] J. Sjostrand, Singularités analytiques microlocales, Astérisque 95 (1983).

[8] J. M. Trépreau, Sur le résolubilité des opérateurs de type principal, Journées EDP

de Saint Jean de Monts 1982, Conférence 22, Société mathématique de France,
Paris, 1982.



