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A B S T R A C T  

In this paper we study the degenerate Cauchy-Riemann equation in 
Gevrey classes. We first prove the local solvability in Gevrey classes 
of functions and ultra-distributions. Using mieroloeal techniques with 
Fourier integral operators of infinite order and microlocal energy esti- 
mates, we prove a result of propagation of singularities along one dimen- 
sional bicharacteristics. 

1. I n t r o d u c t i o n  et 6nonc6s  

Dans  ce t ravai l  on prouve un 6nonc6 de p ropaga t i on  des s ingular i tds  Gevrey  

pour  des 6quat ions de Cauchy-Riemann  d6g6n6r6es. Les out i ls  utilis6s sont ceux 

de l ' ana lyse  microlocale  Gevrey  voir [5], que l 'on  reformule ici de manibre  plus 

s imple  et  plus agr6able  et  ceux de l ' ana lyse  des 6quat ions  de Cauchy -R iemann  

d~g~ndrdes pour  lesquels on renvoie le lecteur  au Chap i t r e  26 de [4]. 
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On consid~re une 6quation de Cauchy-Riemann d6g6n6r6e 

(1.1) L = O/Ot + ia(t, x)O/Ox: + b(t, x) 

oh a > 0 et a,b C C~(R t ,  G~4(R~)). On 6tudie la r6solubilit6 locale dans les 

espaces G ~ et la propagation des singularit6s Gevrey. Les outils essentiels sont des 

estimations d'dnergie avec des poids d'ordre infinis adapt6s au contexte Gevrey. 

Dans la premiere section on d6veloppe le calcul pseudo-diff6rentiel utilis6 plus 

loin pour la r6solution de l '6quation de Cauchy-Riemann. 

On d6crit dans la section 3 un calcul microlocal avec grand param~tre dans 

les espaces de Gevrey. On red6montre les r6sultats de [5] par une m6thode plus 

simple, puis on prouve enfin le rdsultat de propagation des singularit6s. 

On 6nonce les r6sultats: 

THI~OREME 1: Soit M un ensemble d'opdrateurs de Cauchy-Riemann de la forme 

P(t ,  x, Dx) = Dt + ia( t ,x )Dz  + b(t, x) of 1 les fonctions a( t ,x)  > 0 et b(t,x) 

C ~ G ~ appartiennent ~ un sous ensemble bornd de ( ~ ,  A (~x) ) pour un nombre 

A > 0 et p o u r 2  < s < cx3. I l y a  une constantec > 0 el un e > 0 tels que 

pour tout f dans un sous-ensemble bornd de C~(~ t ,G~( ] I~ ) )  on peut trouver 

u, avec u el (O/Ot)u dans un autre sous ensemble bornd de C:(Rt ,  G~(]R~)), tels 

que e u  = f dans {(t ,x); It I < 1, Ix] < c}. 

Le th6or~nle 1 est simplement un r6sultat de r6solubilit6 dans la classe de 

Gevrey G 8 d'une 6quation de Cauchy-Riemann h coefficients G 8. On a 6crit 

dans le th6or~me 1 une forme plus pr6cise, on voit notamment  que le domaine 

d'existence de la solution u ne d~pend que de A e t  de l'ensemble M. 

Remarque 1: Dans le th~or~me 1 on ne sait pas si la condition s >_ 2 est 

n~cessaire, le cas analytique est connu et n'exige pas a(t, x) > 0 (c'est le th6or~me 

de Cauchy-Kovalevsky). Notre preuve s 'appuie essentiellement sur une estima- 

tion ~ priori comme celles de [4] page 124, Lemme 26.7.1 et de [6]; dans le cas 

s < 2 cette estimation n'est probablement pas vraie. 

De plus notre preuve d~montre ~galement la r~solubilit~ locale dans les ultra- 

distributions ce qui justifie la condition (P) et peut-~tre la condition s > 2. Noter 

que le cas analytique ie. la r~solubilit6 dans les hyperfonctions sous la condition 

(ffJ) est due ~ Tr6preau [8]. 

On prouve ensuite un r6sultat de propagation des singularitSs dans un cadre 

semi-classique avec un grand param~tre A: 
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THt~OREME 2: Soit s >_ 2, soit A un grand param~,tre soit 

(1.2) L1 = P(t ,  x, Dr~A, Dx/A, A) 

= Dt/A + ia(t ,x,  Dx/A)(Dxl /A)  ÷ b(t,x, Dx/A) 

ofl x = (xl, x t) C R n+l une 6quation pseudo-diffdrentielle de "Cauchy-Riemann 

ddgdndrde", a(t, x, ~) > O, a(t, x, ~) et b(t, x, ~) sont des symboles Gevrey-s de 

degrd O. Soit ~/(I) une bicaractdristique uni-dimensionnelle de p, c'est ~ dire 

sur 1aquelle a(t, X )  s'anmlle. Soit u(x, A) une famille bornde de distributions 

tempdrdes dont le front d'onde oscillant Geyrey-s ydrifie OF~(u) n ~(OI) = Oet 

OF~(Pu) N ~(I)  ---- O, alors OF~(u) N ~(I)  O. 

Remarque 2: La preuve de ces deux th~or~mes s'appuie Bur le Chapitre 26 de 

HSrmander [4] auquel nous renvoyons le leeteur pour le cas C ~ qui est r~solu 

avec 8eulement la condition (P) mais avec la perte de e ddrivSe. 

L~ encore on peut diseuter la condition s _> 2. Le cas analytique est tr~s 

diffSrent puisqu'il n'exige pas la condition (P) et qu'il sut:[it de savoir qu'un seul 

point de la bicaract~ristique n'est pas dans le front, d'onde analytique voir Hanges 

[3] et SjSstrand [7]. 

Le g~,ndralisation du theorem, me 2 g des ~,quations de type principal v~rifiant la 

condition (P) peut ~,tre envisag~e. La difficult~ principale tient au fait que le 

ddcoupage microlocal utilis~ pour la propagation des singularit~s (voir [4] page 

151 lemme 26.10.2) entrainerait pour les transitions entre les diffdrentes zones 

des pertes dans les classes de Gevrey. Ce qui veut dire exactement qu'on salt 

traiter de manib, re optimale chaque zone mais pas toutes ~ la fois. 

2. R~solut ion  de l '~quation de Cauchy-Riemann  darts les espaces de 

G e v r e y  

2.1. CALCUL SYMBOLIQUE GEVREY. Soit 1 _< s < ~ ,  on note Gs(R) = 

UA>0 G~4(R), off G~4(R ) est l'espace des fonctions f ( x )  qui satisfont aux estima- 
tions: 

(2.1) ID~f(x)l  <_ CA~a! 8 uniform~ment en x E R. 

On consid~re une dquation de Cauchy-Riemann ddgdn~r~e comme (1.1) 

l 'objectif de ce paragraphe est de trouver suffisamment de solutions Gs~ 

l'~quation de Cauchy-Riemann. 

Si A et B sont des op~rateurs pseudo-diff~rentiets de symbole de Weyl respec- 

tivement a(x, ~) et b(x, ~), on note c = a~b le symbole de Weyl de AB.  
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Definition 1: Soit gx un champ de mdtriques riemaniennes sur ]R 2~, re(X) un 

poids, on note E~(m, g) l'espace des fonctions f (X )  qui satisfont aux estimations: 

(2.2) 3C > 0 tels que Vj e N 

[DJ f ( x ) ( t l , . . . ,  tj)l <_ CAJj!~m(X)gx( t l ) l /2 . . .gx  (tj) 1/2. 

Enfin on note ZS(m,g) = LJA>0 EsA(m,g) • 

PROPOSITION 1: Soit qe(~) = exp(-e(~) l /s) ,  et ~o • G s (1~) une fonction Ao 
Gevrey-s ~ support compact, s ie  est assez petit par rapport ~ Ao l, pour tout 
M E  N, 

1 
q[lrM(q~' ~) =q[ l (q~ ) ( x '~ )  -- E -5((iDyDn)3~(x + y - ieH(~,,l))[y=v=o 

O<j<_M-13" 
(2.3) •ES((~)-M,g)  + O(exp(-1/C(~)l/~)). 

Soit g = Idx[2+(~)-2[d~l 2, on doit donc prouver que q:l(qe~)(x,  ~) • Es(1, g). 

On a besoin d'introduire des poids d'ordres infinis adaptds au context• Gevrey 

dans une estimation d'dnergie. On a besoin d'un minimum de calcul pseudo- 

diff6rentiel. Ceci 6tant cette section est dl6mentaire et ne requiert aucune con- 

naissance particulibre du calcul pseudo-diffdrentielle Gevrey-s pour laquelle on 

renverra le lecteur ~ [5]. 

Soit ~ > 0 une petite constant• positive et ~(x) • G~4 ° (R) ~ support compact. 

Soit %(~) = exp(-e(~)Ws), on veut estimer a(x, ~) = ( q ~ ) ( x ,  ~). On va prouver 

que que q: l (~) (q~) (x ,  ~) e s t u n  symbol• Gevrey. 

On a besoin d'extensions presque analytiques des fonctions Gevrey : si ~(x) • 

G~o (JR) il exist• une fonction ~(z) • G~4 ~ (C) off A1 ne ddpend que de A0, ~1~ = ~, 

O~ plat sur R, donc 10~(z)l _< Cexp(-A211mzl-1/(~-l)) .  On doit pour ce fair• 

utiliser le thdorbme de moments de L. Carl•son [2] et raisonner comme dans 

l 'argument de Borel. 

q[la(x, ~) = q:l  f eiynqe(~ -~ ~/)~(x q- y)dy&/; (2.4) 

On se d6barrasse de Fint6gration dans la zone {(G,) , l~ l  >- c1(~)} dans 

Fint6grale (2.4) ~ Faide d'une int6gration par parties avec Fop6rateur 

1~/I-2N(1 -- Ay) 2N ceci produit une contribution en 

A2oN (2N)!"],I-2N exp(¢(5} ~/~) = O(exp(-1/C(5} i/~) ) 

dans C°°(]l{ 2) par un choix convenable de N, si ¢ est petit par rapport h A0. 

L'autre contribution ~ l'intdgrale (2.4) est oH(x, ~): 

q[l(~)(TH(x ' ~) = q[l(~) f eiyuxo?/(~))qe(~ + ~/)~(x + y)dy&]. (2.5) 
d 
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Bien entendu, il faut 6crire q~ = exp(ief(~)) off f(~) = i(~> 1/8, dans l'int6grale 

(2.5) on a la phase - c f (~ )  + ef(~ + ~1) + Y*I = ie,;U(~, 7) + Yz;, avec U(~, z/) = 
1/i i , fo f~(~ + t*l)dt qui est r~elle. 

Ensuite on d~forme le contour d'int~gration. Soit % (y, *l) = (Y + iaH(( ,  7), '/), 

(Y, ~t) E ]{2 la d~formation de contours, et J~ l'int~grale sur le contour 70. D'aprds 

la formule de Stokes, on peut majorer 

IJi - .]01 < C sup IOF(%(y,*j),x,~)l 
0 ( a (  1 , (yJ t )E~{ 2 

off F(y, 7j, x, ~) = ~(x + y)x(*l/<~>)exp(ie*j(y + iES(~, ~?)). La contribution au 0 F  

vient seulement de O~(x+y) qui est majorde par exp(-cA2(a<~>i/8-i) -1/(~-i)) < 
exp(-cA2<~)i/~). La contribution de la phase ~(y + icH(~, ~7)) le long de % se 

majore par exp(C¢(1 -(r)<~>i/~). On a donc prouv~ que 

(2.6) qZZ(x, ~)(qe~)(x,  ~) = _l eiyvxo?/(~))~(x + y - ieH((,  *l))dy&l 

+ O(exp(-1/C(~>l/s)) dans C*¢(N2). 

On d6veloppe par la formule de Taylor 

(2.7) ~(x + y - icH(~, ~/)) = E oJ~(x - isH(~, ~))/j!yJ 
O<j<M-1 

-[- ~M(X, y -- i eH (~, ~]) )yM /M!  

oh uniformSment en M, on a: 

ID~,y~M( x, ~.1)1 <- CAM+# M!~ /3!s. 

On ~crit 

1 ((iDyD,jj~o(x + Y _ i~H(¢, ']))ly=v=0 (2.8) q~l (x ,~) (q~o)(x ,~)= E ~. 
O<_j<_M-i 

+ . l  eiYV(DvM(X(~I/{~})~M(:~; + y - icS(~,  ~])))dy&l 

+O(exp(-i/C<~>i/~)) dans C°~(R~). 

On majore le reste rM(qe, ~o) dans le d6veloppement de Taylor 

(2.9) ]q-[irM(qe, ~o)] 
1 - ~  

= Iq[ ~ (x ' ( ) (q~° ) (x ' ( )  - E ~.(( iDuDu)'~(x + y - ieH((,,/))tu:v=0 
O<_j<_M-1 

< CAM(M!)2~-I<~> -M + O(exp(-1/C(~)  ~/~) 
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si ~ est assez pet i t  par  rappor t  £ A0. 

Bien entendu (2.9) donne un d6veloppement asymptot ique  plus precis mais 

nous n 'en aurons pas  besoin. 

2.2. L:ESTIMATION D:I~NERGIE. O n  consid~re une 6quation de Cauchy- 

Riemann d6g6n6r~e P = Dt + ia(t ,x)Dx + b(t,x) off a(t,x) > O, a(t ,x) et 

b(t,x) ~ C~¢(Rt,G~A(R~)) pour  un s > 1 et un nombre A donn6s. 

Soit P~ = q~(D=)P(x, D~)q[~(D=) l 'op6rateur transmu6 par le poids q~(~) = 

exp(-e(~}l /~) .  On trouve donc que 

(2.10) P~ = Dt + i(q~a)(t, x, ~)q[~(~)~ + i(q~b)(t, x, ~)q/~(~), 

on utilise la proposit ion 1 pour  6crire 

(2.11) (q~a)(t ,x ,~)q[ '(~) =~(t ,  x - i~f~(~)) + ES( (~) - l , g )  

+ O(exp(-1/C(~)l /s)) ,  

off ~t(t,x) est une extension presque analyt ique de a(t,x), f(~) = (~),/s, la 

relation (2.11) est aussi valable pour  b(t: x). On trouve que 

(q~a)(t, x, n=)q[l(D=)n= = a,(x, ~)~ 

avec al(x,~) = ~(t ,x  + i~f~(~))~ + E~(1,g) + O(exp(-1/C(~)Us)) ,  de m~me 

(q~b)(t, x, nx)q[  1 (n=) = bl(x, ~)~" 

off bl(x,~) = b(t ,x + ief~(~))~ + ES(1,g) + O(exp(-1/C(~) ' /*)) .  
On revient aux expressions sur le r6el appliquant la formule de Taylor: 

(2.12) ~d(t, x - i¢f~ (~)) =a( t ,  x) + ic]~ (~)a~(t, x) 
- -  / ~,.1~,~] x x ,  , , -4- ~ s ( ( ~ ) - 3 ( 1 - , / S ) , g ) ,  

(2.13) a,( t ,x ,~)  =(a( t ,x)+icf~(~)a~(t ,x)  - c 2 / 2 (f~ (~)) '  2a"==(,t x ))~ 

_{_ ~s((~>-3(1--1/s)+l .~_ 1, 9) + O(exp(-1/V(~) l /s ) )  w, 

tandis que 

(2.14) h =(b(t, x) + x) + g) 
+ w. 
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Le deuxi~me terme (2.13) est purement  imaginaire, le troisi~me terme de (2.13) 

est un Es(¢2(~)-l+2/~,g) et n 'a  pas de signe, on doit donc supposer que s > 2, 

et on a: 

(2.15) • ! a I al  (t, x, ~) =(a ( t ,  x)~ + zcf~ (4) ~(t, x)~ + E ~ (1, g) 

+ O(exp(-1 /C(~) l / s ) )  ~ 

tandis que 

(2.16) bl(t ,x ,~)  = (Es(1,g)  + O(exp(-1 /C(~) l / s ) )  TM. 

On s6pare les parties autoadjointes  et ant i-autoadjointes de A1 et BI:  

(2.17) a t = (a(t,x)~ + E~(1,g) + O(exp(-1/C(~)l /~))  ~, 

(2.18) a~' = (ef~(~)a'x(t, x)~ + Es(1, g) + O(exp(-1/C<~)Us)) ~, 

(2.19) bl, ---- + TM 

Soit Q un op6rateur  autoadjont  on a 

(2.20) Im(QP~u,  Qu) = Im((Dt  + i(A1 + B1))Qu, Qu) + hn([Q, P~]u, Qu). 

Soit It(f) une fonction Gs(R) h > 0, h = 1 dans [2, oo[, support6e dans [1, ~z[, 

soit A > 0 un grand param~tre on prend Q(D~) = h(D~)e ~t. 
Im(P~Qu, au)  = ((a~ + b~)Qu, Qu) > -Kle2~th(D~)u[ 2 d'apr6s l'in~galit6 de 

G/£rding. 

Tandis que Ira[Q, P~] = Ae "xt + e~tO((~)-~) ,  avec la nota t ion O((~) - ~ )  = 

f3N -N, 9). 
Donc si A _> 2K, on a pour  u E C ~  (IR × R) 

(2.21) ~ le:~th(D~)ul e < Cle:~tP~ul 2 + Cgl(~) 

On montre  une in6galit6 analogue £ (2.21) avec h ( - D z )  et e -:~t, puis on note 

que 1 - h(~) - h ( - ~ )  e n N S ( ( ~ ) - g , g )  enfin que lim~-~0 ](~)-Nul/lU I = 0 quand 

le suppor t  de u est darts {x; Ixt < c}. On conclut d o n c :  

PROPOSITION 2: Si A > 0 est donnd et s i s  > 2 on peut trouver un c > 0 assez 
petit  tels que si a(t, x) >> 0 et b(t, x) appartiennent ~ des sous ensembles bornds 
de CI(Rt ,  G~A(~)), on air des constantes e, C > 0 telles que 

(2.22) lu] < CIp~ul 

si u e C~( ( t , x ) ; I t  I < 1,1xl < c} avec P~ = q~(D~)P(x, Dx)q: l (D~) et 
P(t ,  x, D~) = De + ia(t, x)D~ + b(t, x). 
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2.3. RI~SOLUTION DE L't~QUATION DE CAUCHY-RIEMANN. On va utiliser la 

proposi t ion 2 pour  r6soudre l '~quation de Cauchy-Riemann  duns les classes de 

Gevrey. 

On applique l 'in6galit6 (2.22) h u = Cq~v o~1 ¢ E G s et support6e  par  

{x; Ixl < c}: 
P* u = q~P* v + q~P* qE-l(¢ - 1 ) q ~ 0 v  

off ¢ -- 1 sur un voisinage du suppor t  de qD0 et qaoV = v, comme q~-X ( ¢ _  1)q~qo0 = 

O ( e x p ( -  1/C(~)1/~)), on en d6duit  la proposi t ion 

PROPOSITION 3: S/ A > 0 est donnd et s i s  >_ 2 on peut  tronyer un e > 0 

tels que si a(t, x) >_ 0 et b(t, x) appartiennent ~ des sous ensembles bornds de 

C 1 (]~t, GSA(]Rx)), on ait des constantes c, C > 0 telles que 

(2.23) Iq~ul ~ Clq~P*ul 

si u E C ~ ( ( t , x ) ;  Itl < 1, Ix] < c}) avec P ( t , x ,  Dx) = Dt + ia ( t , x )Dx  + b(t ,x)  et 

q~(Dx) = e x p ( - c ( D x ) l / s ) .  

Soit Go = {g = P'u ;  u C C~( f~) )  off ft = {( t ,x);[ t  I < 1, Ix I < c}, muni  de la 

semi norme g --+ Iqeg[. Soit f E G~, la forme lin~aire g C Go -+ (u, f )  est major~e 

par  I(u, f ) l  < Clq:lf l lq~gl d'apr~s (2.23). 

Util isant  le th6or~,me d 'Ahn-Banach ,  on t rouve un 61~ment v C :D/(ft) tel que 

pour  tou t  u C C~(f~) ,  (v ,P*u)  = ( f , u )  et pour  tout  c~ E C~( f~)  on a I (u ,a)[  _< 

CIq[Xfllq~al, donc v C G~ et P v  = f duns ~2. 

THI~OR~;ME 3: Soit M un ensemble d'opdrateurs de Cauchy-Riemann de la forme 

P ( t , x ,  D~) = Dt + ia ( t , x )Dx  + b(t ,x)  of 1 les fonctions a( t , x )  >_ 0 et b(t ,x)  

appartiennent ~ des sous ensembles bornds de C ~ (Rt, G~4 ( ~ ) )  pour un hombre 

A > 0 e t p o u r 2  < s < c<~. I l y a  une cons tantec  > 0 et un c > 0 t e l sque  

pour tout f duns un sous-ensemble bornd de C~(~ , t ,  G~S(~)) on peut  trouver 

u, avec u e t  (O/Ot)u duns un autre sous ensemble born6 de Cl (Rt ,  GS~(~)), tels 

que P u  = f duns {(t,x); Itl < 1, Ixl < c}. 

On suit main tenant  le ra isonnement  de L. HSrmander  4 Corollaire 26.7.8 page 

131 pour  d6duire: 

PROPOSITION 4: Soit M un ensemble d'opdrateur de Cauchy-Riemann de la 

forme P(t ,  x, Dx) = Dt + ia(t, x )Dx + b(t, x) off les fonctions a(t, x) >_ 0 et b(t, x) 

C ~ G" appartiennent ~ des sous ensembles bornds de (]Rt, A (F~c) ) pour un hombre 

A > 0 et pour 2 < s < ~ .  Pour tout ~1 > 0 on pent  trouver den voisinages 

ouverts arbitrairement peti ts  de O, Vo ~ V1 ~ V2 et T > 0 tels qu'il existe un 
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ensemble de solutions de l'6quation (Dr + ia(t, x)D~ + b(t, x))U(t, x) = 0 dans 

V2, U(t, x) appartient ~ sous-ensemble bornd, de C~(Rt, G~(P~) ) et 

(2.24) ReU(t ,x)>_0 dans [t I < T, x E V2, 

(2.25) Re U(t,x) > 1 dans It[ < T, x C V2\V1, 

(2.26) ReU(t,x) < 7z dans Itl < T, x E Vo. 

3. Le ealeul mierolocal avec grand param~tre 

On va d6velopper ici les 616ments d'un calcul d'OIF h phases conlplexes dans le 

cadre microlocal Gevrey avec un grand param~tre, nous retrouverons dans cette 

section les rdsultats de [5]. Soit f E G~(R 2n, C) une fonction de poids pros de 

(x0, ~0), soit Ale grand param~tre, soit a(x, ~, A) un symbole Gevrey-s support6 

par un voisinage de (x0, ~0), on consid~re des opdrateurs intdgraux de Fourier 

phase complexes 

x + 

J \ 2 
(3.1) 

off 
• . [x+y ) 

q2(x,y,O)= ( x -  y)0 + z#i~-- f - - ,O ofi # =  #o)~ -1+1/s, 

#o est un petit param~tre. 

11 est facile de prouver: 

PROPOSITION 5: Soient 

O(x,y,O) -- ( x -  y)8 + i p f ( ~ , O )  et q~(x,y,~) = ( x -  y)~j- i p f ( ~ , ~ l )  

deux fonctions de phase, aSors les reSations canoniques A¢ et Av sont mutueSSe- 
ment rdciproques. 

I1 suffit d'Scrire A~ et A~ et de voir qu'il s'agit d'une particularit6 de la 
quantification de Weyl. 

Oil cherche done un inverse ~ • sous la forme 

On prouve maintenant le th~or~me: 

THeORY;ME 4: Soit Po = (xo,~o) C T*]~ n. On peut trouver des symboSes 

a(x, ~, A, #) et b(x, ~, A, #) tess que 
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(i) 

(ii) 

(3.3) G0 v = I + R, 

(3.4) Y~ = I + R1. 

R et R 1 sont O(Cexp(-C-1A1/s)) dans 8(R 2n) pr6.s de Po. 
Si P(x, Dz/£) = (p)WX alors 

(3.5) ~P.7 z = (p + iit{p, f }  + O(A -1 + it2) + p)W~, 

ot~ p e s t  O(Cexp(-C-1A1/s)) dans S(R 2'*) prds de Po. 

Preuve: Le calcul de Weyl assure au moins formellement que GY = (q)W~ off 

(3.6) 

q(X, A) = cnA 2'~ f eia(~(Y'z)+iu(f(x+Y)-f(x+Z))a(X + Y)b(X + Z)dYDZ.  
J~44n 

On ~tudie (3.6) par la formule de la phase stationnaire. La phase est 

(3.7) H(X,  it; Y, Z) = a(Y, Z) + i i t ( f (X + Y) - f ( X  + Z)). 

On observe que si Yc(X, it) est la solution implicite de Y = i i tHf(X + Y) le point 

critique de H (i.e., le z6ro de Oy, z H  = 0) est obtenu en Y = Z = Ye(X, It). 
On observe les particularit6s suivantes: la phase H ne diff~re d'une phase 

quadratique r6elle non d6g6n6r6e que par un O(it), le point critique est O(it). 

Utilisant le lemme de Morse, on 6crit H(X,  it; Y, Z) = Hc(X; it) + ½a(2, Z) + 

O(# ~ )  off 2 = Q(X, I t ;Y ,Z)(Y - Ye, Z - Zc) avec Q - I = O(#); dans cette 

formule le O(it °°) vient des -Oy, zH.  De plus He(X, it) = 0 et donc q est bien un 

symbole. 

Apr~s le changement de variables (Y, Z) --+ Z, le r6el devient 

{f( + iC(X, it; .~); ~" e V(0) n R4n}. 

Apr~s un ehangement de variables (3.6) est l'int~grale sur l'image de R tn par 

= + iG(X, it; 
On observe que G(X, it; X) = O(it). 
On effectue la d6formation de contours ~7 E V(0) • R 4n --+ Fa(~:) = ) i  

+iaG(X, it, X) 6 C 4n pour 0 < a < 1. Comme Imr~(X:) = O(it) et ImHIr ~ 
> -Ci t ,  l 'application de la fornmle de Stokes prouve que la difference entre 

l'int6grale sur le contour F1 et le contour F0 est un O(Cexp(-C-1A1/s)) dans 
8(R2-). 
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On a donc traitd le comportement au voisinage du point critique, plus loin il 

suflira de faire des intdgrations par parties. Plus prdcisdment quand I(Y, Z)I >_ r, 

IOy, zH I >_ c((Y, Z)}. On va intdgrer par parties avee l'opdrateur tL off 

(3.8) L -  Oy, z H  0 
[OY, zH[2 OV, z 

On introduit des normes formelles 

N(f,T)(x) = E [DJ f(x)lTJ j!~ 
.IGN 

(3.9) 

et 

(3.10) 

On a le  lemme 

LEMME 1: 

(3.11) 
(3.12) 

2V(f,T)(x)-- E I D ~  x)lTj" 
yEN* 

(3.13) 

et que 

(3.14) 

on obtient donc 

N(fg, T)(x) < N(f, T)(x)N(g, r)(x), 

2V(f o g, T)(x) < N(f, :V(g, T)(x))(f(x)). 

Le lemme est 6vident. Comme 

fi¢(xj/(x)-2,T) <_ CT{x)-~(1 - AT(x)-1) -~ 

N(H~,z, T) <_ CT, 

(3.15) IY(H{~,z/(H{.,z)-2,T) <_ CT(H~,z>-I(1 - AN(H{~,z,T)<H{~,z)-I) -1. 

Soit dans []7, Z I >_ r 

(3.16) IVrU ' / /S '  \-2 T) < CT((Y,Z)}-I(1 AT((Y,Z)}-I) -1. k Y ,Z / \  Y,Z/ , -- 

Par ailleurs pour tout c > 0, 

(3.17) N(DI, T) <_ Ce-ST-1N(I, (1 + e)~T). 

On en ddduit 

LEMME 2: Si f E Gs(]~ 4n, C), N(tLN f, T) < CANN!s((Y, Z)) -N. 

Appliquant le lemme 2 h la contribution de IY, Z I > r ~ l'intdgrale (3.6), on 

obtient un terme O(Cexp(-C-1A1/s)) dans $(R2'~). Ce qui ach~ve la preuve du 

thdor~me. 
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4. La  propagation des singularitds pour l'dquation de  C a u c h y - R i e m a n n  

ddgdndrde 

Soit P(t,x, Dt/A,D~/A) = Dt/A + ia(t,x,D~/A)(D~/A) + b(t,x,D~/A) off x = 

(x~,x') C R n+~ une dquation de "Cauchy-Riemann ddgdndrde", a(t,x,~) >_ 0, 

a(t, x, ~) et b(t, x, ~) sont des symboles Gevrey-s de degrd 0. On a besoin d'une 

indgalit~ d'dnergie, la preuve de cette indgalitd introduit des mdtriques 2-micro- 

locales 

(4.1) g~ = Idx'l 2 + Id~'l 2 -4-Idxll 2 -4-Id~ll2/(A -1  + I~11) 2. 

Ces mdtriques sont lentes et a tempdrdes, la fonction "H" de ce calcul symbolique 

vaut H(~) = A-I(A -1 + I(1[) -1. Soit h(~l) E G~(R) une fonction dgale ~ 1 dans 

~1 _> 1, supportde par ~1 _> 1/2. 

On introduit des multiplicateurs Q+ -- eT-kth(=t=D1) et raisonnant comme 

pour l'dquation de Cauchy-Riemann ordinaire voir [6] pour les ddtails, on prouve 

l'indgalitd: 

(4.2) A-21u] e + A-I(AAlu, A,u) <_ C]Pul 2 si u ~ C~([-T,T] × {x, ]x~l < CT}) 

off A1 = (ID1/)~12+)~-2) 1/4, A = a(t,x,D~/A), avec A >_ 0 si on change b(t,x,~). 
Soit f une fonction de poids Gevrey-s, on conjugue P par 9 r ddfini par (3.1) 

on note Q = GPJ ~. D'aprds le thdorbme 2, le symbole de Weyl de Q est 

(4.3) q(x,() --- (p+i#{p, f}  +O(A -1 +#2)  +p ) .  

On consid~re une bicaractdtrisique uni-dimensionnelle de P,  

7(I)  . . . .  {(t,T,X,~);teI,~" 0, x 0,~' ~o,' ~ t = 0 }  

passant par Po = (0, 0, 0, ~o) sur laquelle a(t, x) s'ammle/~ l'ordre 2, et off ~1 : 0. 

Soit V(po) un voisinage de Po assez petit  pour que l'on puisse construire dans 

I x V(po) une fonction f E G~) telle que (O/Ot + iaH(l)f = 0 dans I x V(po), 
R e f  _> 0 dans I x V(po), R e f  > 1 dans I x (V(po)\Vl(po)), R e f  < c dans 

I x Vo(po) o~ Vo(po) ~ v l (po )  ~ V(po) .  

g = #{p, f}  = ilL(l(gl.Va ), gl est un symbole de degrd 0. On veut 

estimer tlGull 2 oh G = (g)~X. g2 < C#2aA2 oh AI(~) = (~12 + A-2) 1/4. 

( g # g -  c#2Al#a#A1) wx est majord par un opdrateur de la classe S(#2A2H 2, gl) 
d'apr~s l'in~galitd de Fefferman-Phong. Donc 

(4.4) fICul[ 2 < C#2(A-11ul 2 + (AAlu, Alu)). 
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Ces te rmes  sont absorbables  dans le membre  de droite de (4.2) car s _> 2. 

Dans ft = I x V(p0), q ne diff~re de p que par  le t e rme g + O(,~ -1 + #2) + p, off 

de plus p e s t  O(Cexp(-C-1)d/8) )  dans $(]R2n), donc comme  s > 2 on a aussi: 

(4.5) Iwul < CIQwlU [ + Cexp(-C-1A1/8)lu I si u E C ~ ( I  x N n) 

si w e t  Wl sont des op6rateurs  pseudo-diff~.rentiels sur R '~ support6s  par  V(po),  Wl 

-- 1 sur le suppor t  de w. 

On applique l 'indgalit~ (4.5) £ v = Gu, donc Qwlv = [Q, wl]Gu + wiQ~u. 
[Q, Wl] est/~ un O(Cexp(-C-1A1/~)) dans $(]R 2n) hors d 'un  pet i t  voisinage du 

suppor t  de VWl qui est dans V(po)\Vl(po) si on choisit wl correctement .  [Q, Wl]6 

est un OIF  avec le poids - f ( x , ~ ) ,  or R e f  > 1 dans I × (V(po)\VI(PO), donc 

(4.6) I[Q, wl]gul -< Cexp(-#o  A1/8) }ul. 

wlQgu =- wlgP,gC~u = wlgPU + Wl~PRu d'apr~s le th6or [me 4, ces deux 

termes  sont O(Cexp(-C-1A1/s))  dans L2(Rn).  Donc 

(4.7) IQwx{~U] <_ Cexp(-~o~/')l~l + c[o21~pu ] si u c c ~ ( 1  x R'~). 

On d~duit des indgalit~s (4.5) et (4.7) que 

(4.8) Ico6ul <_ Cexp(-poAU")lul + ClwlGPU I si u e C ~ ( I  x ]tin). 

Or si co~. est support~ par  Vo(Po), 

(4.9) w2u = w22~u + W2RlU = w2.~w~u + w2.T(w - 1)Gu + W2RlU. 

On supposera  que le suppor t  de w2 est contenu dans Vo(Po)N{w =- 1}, ce qui donne 

la d6,croissance exponentiel le du second t e rme  de (4.7) et le fait que la norme dans 

L2(R n) de w2~- n'ex~,de pas  exp(e#oA 1/s) car R e f  < e dans I x Vo(Po). On a 

donc prouv6: 

THI£OREME 5: Soit s > 2, soit P(t ,  x, Dr~)% Dx/A,)O une ~quation de "Cauchy- 
Riemann dd.gdndrde" pseudo-diffdrentielle ~ coefficients Gevrey-s, soit ~/(I) une 
bicaractdristique uni-dimensionnelle de p. Soit u(x, A) une famille bornde de 

distributions tempdrdes dont le front d'onde oscillant Gevrey-s vdritie OF~ (u) N 

7 ( 0 I )  = 0 et OF~(Pu) ;? "/(I) = O, alors OFs(u) n 7( I )  = 0. 
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